Oznacovanie vektorov

Presna definicia vektora, pouzivana v algebre, hovori o n-tici Cisel, ktora sa istym
definovanym sp6sobom transformuje pri zmene slUradnicovej sustavy. Pre nase Ucely
vystadime s konstatovanim, ze vektorovej veli¢ine vieme okrem velkosti priradit aj smer v
priestore.

Vektory zapisujeme tu¢nymi pismenami, napr. a, E, p, alebo ich oznacujeme Sipkou nad
pismenom. Znacky vSetkych velic¢in, teda aj vektorovych, sa podla normy STN ISO 31-0 maju
pisat lezatym pismom - kurzivou.

Vel'kost vektorovych veli¢in sa zapisuje jednoduchym pismom (nie tu¢nym, resp. bez Sipky
nad pismenom): b, E, f alebo sa vektor vlozi medzi znacky vyjadrujluce absoldtnu

hodnotu: |a|, |E|, |f|. Velkost vektora sa nazyva aj absolitna hodnota, je vzdy nezaporna.
Graficky sa vektorové veli¢iny znazorfnuju Useckou, so Sipkou na jednom konci Usecky.

— Obr.1-1.1

Miesto na Usecke opatrené Sipkou sa povazuje za "koniec vektora", na opacnej strane Usecky
je "zaciatok vektora".

Vektory rovnobezné s jednou priamkou nazyvame kolinearne, vektory rovnobezné s jednou
rovinou komplanarne. Kolinedrne vektory mézu mat rovnaky, alebo navzajom opaény smer.

Dva vektory povazujeme za rovnaké, ak maju rovnaky smer a rovnaku velkost (su teda
kolinearne).

PN =

rownalct komplandruc
welchory 'ulr.hry welchory Obr. L1.12

Kontrolné otazky

Ako oznacujeme vektory a ako ich velkosti ?

Co je absolutna hodnota vektora ?

Dva vektory, ktoré maju rovnaku velkost a rovnaky smer, nemaju spolo¢ny zaciatoény
bod. Su takéto vektory rovnaké ?

Dva rovnobezné vektory maju vzajomne opacny smer. Su kolinearne ?

Kedy su vektory komplanarne ?

Mozno o dvoch rovnobeznych vektoroch tvrdit Ze st komplanarne ?
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Sucet a rozdiel vektorov

Siuéet dvoch vektorov a + b = ¢ je operacia, ktorej vysledkom je opé&t vektor. Graficky sa
znazormuje pomocou Useciek zobrazujucich vektory: ku koncu prvého vektora pripojime druhy
vektor, pricom vysledkom ich scitania je treti vektor, ktorého zaciatok je zhodny so zaciatkom
prvého vektora a koniec s koncom druhého vektora . V grafickom znazorneni
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Analogicky sa pokracuje pri scitani viacerych vektorov. Sucet vektorov je komutativna
operdcia, Cize vysledok suctu nezavisi od poradia skladania vektorov:

a+b=>b+a (1.1.2.1)

Pri s¢itani viacerych vektorov sa uplatfiuje asociativnost, ktor( v pripade troch vektorov mozno
vyjadrit vztahom

a+b+c = (a@a+b)+c =a+(b+c (1.1.2.2)

Ak pred vektor napiSeme znamienko "minus", napriklad - a, podla zauzivanej dohody to
predstavuje vektor, ktory ma rovnaku velkost ako vektor a , ale ma opacny smer. Novy
vektor mozno oznadit ako vektor b, a zapisat rovnost b = - a. Vektory a, b su teda
kolinearne.

Takéto oznacdenie umoziiuje zaviest odéitanie (rozdiel) vektorov. Rozdiel dvoch vektorov ¢
-d=Ff chapeme ako sucet vektorov ¢ a(-d), tj. f =c + (-d). Pritomrovnicu c-d
= f mozno upravit rovnako, ako rovnicu s oby¢ajnymi ¢islami, napriklad vektor d previest
na pravu stranu rovnice : ¢ =d + f . Takto upravena rovnica moze poslizit na overenie
spravnosti vykonanej operacie.

e - V S=c-d=ct(-q)
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Obr 1.122

Na sucte vektorov si mozno nazorne ukazat vyznam pouzivania vektorového oznacovania. Ak
pri stéte dvoch vektorov plati rovnost @ + b = ¢, kde a, b nie st kolinedrne vektory,
potom pre ich velkosti plati trojuholnikova nerovnost a + b > c. Keby sme vynechali
oznacenie vektorov, napisali by sme nespravnu rovnicu a + b = c. DOsledné pouzivanie
oznacovania vektorov je preto vel'mi dolezité.



Priklad 1.1.2.1

Dva nekolinedrne vektory, napr. a, b, mdzeme chapat ako strany rovnobeznika. Graficky
ukazte, ze ich sucet a rozdiel predstavuju uhlopriecky tohto rovnobeznika.

Riesenie

Ohr 11273

Sucet vektorov ma casté uplatnenie v praxi. Napriklad sc¢itanim vektora rychlosti lode
vzhladom na vodu s vektorom rychlosti vody v rieke, dostaneme vektor rychlosti lode
vzhladom na breh rieky.

Priklad 1.1.2.2

Nakreslite Stvoruholnik, ktorého strany nie su rovnako dlhé. Dokazte, Ze ak by sa uhlopriecky
$tvoruholnika pretinali vo svojich stredoch, musel by to byt rovnobeznik. (Obr. 1.1.2.4)

Obr. L1.24

Riesenie

Najprv treba oznadit véetky Styri strany $tvoruholnika ako vektory. Podla obrazku dokdzeme
urcit vektory smerujlce z vrcholu A do stredov uhlopriec¢ok. Do stredu uhlopriecky u
smeruje vektor p = (1/2) u = (1/2)(a + ¢) a do stredu uhloprie¢cky v vektor g = a +
(1/2)(b - @) = (1/2)(a + b) . Ak maju byt stredy uhloprie¢ok totozné, musia byt vektory p a
g rovnaké : (1/2)(@ +c) = (1/2)(a + b) , z ¢oho bezprostredne vyplyva rovnost
vektorov b a c. Maju teda rovnaku velkost aj smer, preto si rovnobezné, tvoria dve strany
rovnobeznika. Vysledok pre dalSie dve strany ziskame Uvahou o vektore u. Plati u=c+ a a
suasne u+d=>b, Cize u= b-d as vyuzitim rovnosti b=caj u= c-d.Porovhanim
dvoch vyjadreni vektora u dospejeme k vysledku a = - d . Teda aj tieto vektory su
rovnobezné, maju rovnaku velkost, ale opaény smer.

Kontrolné otazky

Slovne vyjadrite postup pri grafickom scitani dvoch vektorov
Ovplyvni zdmena poradia vektorov pri sucte vysledok ?

Je scitanie dvoch vektorov komutativna operacia ?

Je scitanie viacerych vektorov asociativna operacia ?

Na priklade ndzorne vysvetlite asociativnost st¢tu vektorov !

Co znamena znamienko minus pred vektorom ?

Ako je definované odcitanie dvoch vektorov ?

K akym dbsledkom moze viest nepouzivanie oznacenia vektorov ?
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9. Uvedte priklad z praxe, kde sa uplatriuje scitanie vektorov !

Skalarny nasobok vektora, jednotkovy vektor

Nasobenie vektora ¢islom je operacia, ktora poskytne novy vektor so zmenenou velkostou,
ale kolinearny s povodnym vektorom. Napriklad vynasobenim vektora a cislom 3 ziskame
vektor b s trojndsobnou velkostou a nezmenenym smerom. Ak vSak vektor a budeme
nasobit ¢islom - 0,5, dostaneme vektor ¢ s polovi¢nou velkostou, navyse s opaénym
smerom. Je to dalSie pravidlo vektorovej algebry. VSeobecne tento vztah zapisujeme v tvare

b = sa (1.1.3.1)

kde s modze predstavovat nie iba bezrozmerné &islo, ale aj skaldrnu veli¢inu. Napriklad v
kinematike sa stretneme s vyrazom at, teda suc¢inom vektora zrychlenia a ¢asu. Tak
dostaneme novu fyzikalnu veli¢inu, ktorej velkost a fyzikalny rozmer st sucinom velkosti, resp.
rozmerov vektorovej a skalarnej veli¢iny. V literatire o vektorovom pocte sa tato operacia
nazyva skalarny nasobok vektora.

a b=2a c=-0Ja

Obr. 1.1.3.1

Jednotkovy vektor ma velkost rovnajlcu sa &islu 1, je bezrozmerny. S vyhodou ho mozno
pouzit na vyjadrenie viacerych vektorov, ktoré st s nim rovnobezné. Nech j je jednotkovy
vektor, a nech vektory a, b, ¢ su s nim sUhlasne rovnobezné. Preto ich mozno vyjadrit ako
skalarne nasobky jednotkového vektora, pricom skalarmi, ktorymi jednotkovy vektor
nasobime, su velkosti tychto vektorov : a@a =aj, b = bj,c= cj. Situacia sa mbze
skomplikovat, ak niektory z vektorov ma opacny smer ako jednotkovy vektor. Vtedy pred
skalarny nasobok vektora j treba pripisat znamienko "minus", napr. f = -3 j. (Pozri dalej -
rozklad vektora, suradnice vektora).

—» ——p a=cj S
J » b=1bJ J=3]

» e=c¢j

Obe 1.23%

Kontrolné otazky

1. Ako mozno z daného vektora vytvorit vektor opaéného smeru, navyse s patnadsobnou
velkostou ? Ako sa prisludnd operéacia nazyva ?

Aké vlastnosti ma jednotkovy vektor ?

Ziskame suc¢tom dvoch vzajomne kolmych jednotkovych vektorov opéat jednotkovy
vektor ?

wWwN

Zlozky suradnice vektora

Rozklad vektora na zlozky je opacna operdcia ako sucet vektorov. V rovine mozno vektor
rozlozit na dve zlozky, t.j. na dva vektory do vopred uréenych smerov. Séitanim zloZiek



vznikne pévodny vektor. Na obr. 1.1.4.1 je zndzorneny rozklad vektora a do smerov
naznacenych dvomi priamkami. Uskutocnuje sa tak, ze priamky, do smerov ktorych treba
vektor rozlozit, vedieme koncovym aj zaciatoénym bodom vektora. Tak vznikne rovnobeznik,
na ktorom uz jednoducho vyznac¢ime zlozky p a q.
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V priamkach, do ktorych rozkladdme vektor @ , mézeme zvolit jednotkové vektory, ktoré
ozna¢ime e; a e, . Jednotkovymi vektormi si potom urcené prislusné smery. Zlozky p a q
vyjadrime ako skalarne nasobky vektorov e; a e; : p = a,e; , q = ases. Vektor e;
vSak mo6ze mat opacény smer ako zlozka p, a vtedy skalar a, pred vektorom e; musi byt
zaporny. Preto skaldr a, nepredstavuje velkost vektora p, ale je jednou zo stradnic
rozlozeného vektora a vo vztaznej sustave uréenej vektormi e; a e, . Vektor a mozno po
takomto rozklade na zlozky vyjadrit v tvare

a=p+q = ae; + aex (1.1.4.1)

O takomto vyjadreni hovorime, ze vektor a je linearnou kombinaciou vektorov e; a e;

V trojrozmernom priestore musi byt vztazna ststava uréend tromi vektormi e;, e, a e; o
ktorych hovorime, Ze tvoria jej bazu . Vo véeobecnosti to ani nemusia byt jednotkové
vektory. NajCastejSie sa vSak pouziva rozklad do troch navzajom kolmych smerov, uréenych
jednotkovymi vektormi so zauzivanym oznacenim i, j, k . Stotoziuju sa s osami x, y, z
kartezianskej suradnicovej sustavy. Lubovolny vektor fmozno pomocou takejto trojice
jednotkovych vektorov vyjadrit ako ich linedrnu kombinaciu

f=Ffi+fj+Lk  (1.1.4.2)

V tomto vyjadreni vektora f su f, , f, a f, jeho sdradnice, ktoré mdzu byt kladné, i
zaporné podla toho, aky je jeho smer vzhladom na jednotkové vektory. Na obr. 1.1.4.2 je
znazorneny dvojrozmerny pripad, pricom vektor g ma zapornu sudradnicu g, , ostatné
sUradnice vektorov f a g su kladné.

! £ * & I Obr. 1.1.42

Vel'kost vektora f moZno v kartezidnskej siradnicovej sustave vyjadrit pomocou jeho
suradnic, pouzitim Pythagorovej vety

F=yieffell (1.1.4.3)

Vektor f zviera s vektormi i, j, k smerové uhly a, b, g, pre ktoré platia vztahy
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CoS=-=, COSp= =, cOSY=—=
f f f (1.1.4.4)

ktoré si mozno overit na dvojrozmernom obrazku 1.1.4.2.
Zo vztahov (1.1.4.4) pre kosinusy smerovych uhlov (smerové kosinusy) bezprostredne
vyplyva rovnost

cos’a + cos’b + cos’g =1 (1.1.4.5)

Sicet vektorov a skalarny nasobok vektora mozno vyhodne pocitat, ked vektory
vyjadrime v zlozkovom tvare. Napriklad ak a=asi+a,j+a.k, b=b,i+b,j+ b, k
potom moézeme ich stucéet uskutocnit po zlozkach, na zadklade platnosti komutativnosti a
asociativnosti scitania vektorov :

a+b= (a+b)i+ (a,+b)j +(a.+b,)k (1.1.4.6)
takZe pre suUradnice vysledného vektora ¢ plati
Cx = (ax+by) , ¢, = (a+b), ¢, = (a:+b;) (1.1.4.7)
Pre skalarny nasobok vektora vyjadreného v zlozkach plati:
d =sa= s(agxi+a,j+a,k)= sagi+sa,j+sa,k

pricom pre jeho suradnice plati
dy =say,, d,=sa, d,=sa, (1.1.4.8)

Priklad 1.1.4.1
Vypocitajte sucet vektorov a= 3i+2j - k a b= -i+2j- 2k .

Riesenie
c=a+b= 3-1i+@2+2)j +(-1-2)k = 2i+4j - 3k, takze sUradnice vektora ¢
sU:¢cyk=2, ¢,=4, ¢c;= -3

Priklad 1.1.4.2
Vyjadrite vektor d, ktory ma trojnasobnl velkost a opacny smer ako vektor a= 3i+ 2
j- k.

Riesenie
d = (-3)a = (-3)(3i+2j - k) = -9i -6j + 3k . Presvedcite sa , zZe velkost vektora
d je naozaj trojndsobna v porovnani s velkostou vektora a.

Kontrolné otazky

Ako rozkladdme vektor (v rovine) do dvoch vopred zadanych smerov ?

Mozno vektor rozlozit do dvoch smerov, ktoré zvieraju uhol vaési nez 90 ° ?

Uvedte ¢o rozumieme pod linedarnou kombinaciou vektorov !

Uvedte, Co je baza vektorov !

Ako sa vypocita velkost vektora, ked st zname jeho suradnice ?

Ako sa zmenia zlozky vektora, ked ho vynasobime skalarom ?

Ako sa zmenia sUradnice vektora, ked ho vynasobime skalarom ?

Vyjadrite sucet dvoch vektorov pomocou ich suradnic !

Uvedte, ako vypocitate uhol ktory vektor zviera s osou y, ked poznate jeho suradnice !

CONOUNREWN

Vektorovy sucin




Vektorovy sicin dvoch vektorov je zavedeny ako operacia, ktorej vysledkom je vektor.
Preto treba definovat nie iba vel'kost vysledku, ale aj smer vysledného vektora. Vektorovy
sucin sa oznacuje krizikom medzi vektormi:

c=a’hb (1.2.2.1)

Velkost ¢ vysledného vektora ¢ je definovand ako sucin velkosti ndasobenych vektorov a
sinusu uhla nimi zovretého:
c = absina (1.2.2.2)

Pre smer vektora c plati definicia, ze je kolmy na rovinu ndsobenych vektorov. Jednoznaénost
definicie véak vyzaduje urcit, na ktor( stranu roviny smeruje. Vektor ¢ ma taky smer, ze

z jeho konca sa stotoznenie prvého vektora zo sucinu (v tomto pripade vektora a) s druhym
vektorom po kratSom obliku javi ako pohyb proti chodu hodinovych ruciciek. O trojici vektorov
a, b, c v danom poradi potom hovorime, Ze tvoria pravotocivu sidstavu vektorov. Zmena
ich poradia jednou permutaciou znamena zmenu z pravotocivej na lavotocivl sustavu
(trojicu).

e c=naxh
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Na obr. 1.2.1.1 je trojica vektorov a, b, ¢ znazornena v axonometrickom pohlade. Pre
nazornost s nakreslené aj suradnicové osi kartezidanskej sustavy, vektor a lezi v rovine
(x,y). Vektor a budeme otacat smerom k vektoru b po kratSom obliku. Ak rovnako budeme
otacat pravotodivi skrutku, umiestnent v zadiatku suradnicovej sustavy - kolmo na rovinu
vektorov (a , b) - skrutka sa bude posuvat v smere vektora ¢ . Aj tento model pomaha pri
urcovani smeru vektora, ktory je vysledkom vektorového sucinu.

Niektoré vlastnosti vektorového sucinu

e Vektorovy sucin nie je komutativna operacia, lebo zamena poradia vektorov poskytuje
sice vektor rovnako velky, ale opa¢ného smeru. Tato skuto¢nost sa zapisuje v tvare

a'b=-ba (1.2.2.3)

e Velkost vektorového sucinu dvoch vektorov mozno interpretovat ako plosny obsah
rovnobeznika vytvoreného tymito vektormi. Navyse vysledny vektor jednoznacne
uréuje orientaciu roviny v priestore, preto ho mozno chapat ako vektor priradeny
ploche.

e Z definicie velkosti vektorového sucinu vyplyva, Ze vektorovy sucin dvoch kolinearnych
vektorov sa rovna nule (je nulovy vektor).

e Pre jednotkové vektory i, j, k , ktoré st navzajom na seba kolmé, platia vztahy:

i 'i=0 j'j=0 k k=0
i j=k j k=i k'i=j ji=-k k j=-i i k=-j
(1.2.2.4)
e Pre vektorovy sucin plati distributivny zakon:
a (b+c=a’'b +a’c (b+c) " a=b " a +c’a (1.2.2.5)



Dva pripady distributivneho zakona su uvedené preto, lebo vo vektorovom sucine nemozno
zamiefat poradie vektorov bez zmeny znamienka.

e Na zaklade distributivheho zakona vektorovy sucin vektorov vyjadrenych v zloZzkovom
tvare mOzeme vyjadrit nasledovne :

a’' b = (axi+a,j+a, k) (byi+b,j+b, k) =
= abi Q) +ab,(i j) +awb.(i k) +

+ab(j i) +ab( " j) +abj k) +

+ abe(k " i) + ab,(k " j) + a, bk k) =

= 0 + ab, k - axb,j +
-ab.k + 0 + a/b,i +
+ a,b.j - asb,i + O =

i(ab, - ab,)

+ j (asz' axbz )

+ k (asb,- a,by) (1.2.2.6)

Citatelovi, ktory pozna determinanty je zrejmé, ze posledny vyraz mozno formalne vyjadrit
ako determinant:

: 5 A
a X A= a, &,
b, & (1.2.2.7)

S vektorovym sucinom sa stretneme napriklad pri vyjadreni momentu sily M =r ° f, kde rje
polohovy vektor pdsobiska sily f, alebo pri vztahu pre silu f pdsobiacu na elektricky naboj
g pohybujuci sa v magnetickom poli s magnetickou indukciou B : f =gv B.

Priklad 1.2.2.1
Urcte ploSny obsah trojuholnika urCeného vektormi a =57 a b=4i+ 3j . (Pozri priklad
1.2.1.1, kde je obrazok)

Riesenie

Velkost vektorového siéinu a ~ b predstavuje plosny obsah rovnobeZnika vytvoreného
pomocou tychto vektorov, ploSny obsah trojuholnika je jeho polovicou. Mohli by sme
postupovat tak, ze vypocitame velkosti vektorov a, b a uhol medzi nimi (pomocou vzorca
(1.2.1.7)) , vypocitame velkost vektorového sucinu ab sina a vydelime ho dvomi. Pri
Sikovnejsom postupe najprv vypocitame vysledny vektor u=a " b :

u= (50 (4i+3j)= (5x4)i i)+ (5x3)i j) = 15k,

a z vysledku bezprostredne vidime, ze velkost vektora u je 15. Preto plosny obsah
trojuholnika je 7,5 jednotiek.

Priklad 1.2.2.2
V priestore sU zadané tri body A(2,0,0), B(0,1,0), C(0,0,3), ktorymi je uréena rovina.
Vyjadrite jednotkovy vektor kolmy na tuto rovinu. Nakreslite si obrazok !

Riesenie
Zakladnou myslienkou rieSenia je vyuzitie vektorového sucinu, ktorého vysledkom je vektor
kolmy na rovinu nasobenych vektorov. Preto stadi ndjst dva vektory, ktoré lezia v prislusnej
rovine. Takymito su vektory, ktoré spajaju zadané tri body. Ziskame ich ako rozdiel vektorov
spajajucich zaciatok suradnicovej sustavy a zadané body. Do bodu A smeruje vektor a =21,
do dalsich bodov vektory b = j, ¢ = 3 k . Vektor vychadzajuci z bodu A a konciaci v bode
Bje u=b-a =j-2i , vektor vychadzajici z bodu A a konciaci v bode C je w =
c-a=3k- 2i. Potom vypocitame vektorovy st¢in h= u "w= (j -2i) (3 k- 21i)
= 3i + 2k + 6j. Vysledny vektor h je kolmy na rovinu prechadzajucu bodmi A, B, C .
Jednotkovy vektor kolmy na tato rovinu ziskame, ak vektor h vydelime jeho velkostou

h = (3%+ 22+ 6%)Y2 = (49)Y%2 = 7,
Pre jednotkovy vektor tak dostaneme:



ho=h/7 = (3/7)i+ (2/7)j+ (6/7) k .

Priklad 1.2.2.3
Vypocitajte skaldrny nasobok vektorového sucinu vektorov a=5i, b=4i+3j z
prikladu (1.2.2.1) skalarom p = 2.

Riesenie
pc = p@a’b) = p[(5i) " (4i+3j)]= p(15k) =30k.
Poznamka : Rovnaky vysledok dostaneme, ak skaldarom p vynasobime niektory z vektorov a,
b este pred uskutoc¢nenim vektorového sucinu :

a) pc= p(@a b)= (pa b)= (10i) (4i+3j) = 30k

b) pc= p(@a’ ' b) = (a@a pb)= (5i) (8i+6j)= 30k
Z vysledku vyplyva vyznamné pravidlo, ze nezalezi na tom, ktorému z vektorov vektorového
sucinu priradime skalar, ktorym vektorovy sucin nasobime.

Kontrolné otazky

Aku velkost ma vektor, ktory vznikne ako vektorovy sucin dvoch vektorov ?

Aky smer ma vektor, ktory vznikne ako vektorovy sucin dvoch vektorov ?

Co znamena, ak trojica vektorov tvori pravotocivl sustavu ?

Ako vytvorime z pravotocivej sustavy troch vektorov lavotocivu sustavu ?

Je vektorovy sucin komutativna operacia ?

Aky je geometricky vyznam vektorového sucinu dvoch vektorov ?

Dokazete vyjadrit véetky mozné kombinacie vektorovych sucinov medzi vektormi i, j, k
?

Ako vyjadrujeme distributivnost vektorového sudinu ?

Viete vyjadrit vektorovy sudin v tvare determinantu ?

0. Pri ndsobeni vektorového sucinu skaldrom - mozno vopred skaldrom vynasobit niektory
z vektorov sucinu, alebo az vysledny vektor ?

NoUuhwN =

5o ®

Zmiesany sucin

Zmiesany sucin troch vektorov je operacia, v ktorej sa uskutoc¢ni najprv vektorovy a po fiom
skalarny sucin. Medzi tromi vektormi a, b, ¢ je moznych viacero variantov zmiesaného
sucinu, napriklad:

ax((b ' c),(a@a b)xc (b c)xa (1.2.3.1)
Vysledkom je vzdy skalarna veli¢ina, ktord méze byt kladna, nulova i zaporna.

Niektoré vlastnosti zmiesaného sucinu:

e Vyraz (a X b) ' ¢, nie je zmieSany sucin, lebo vyraz v zatvorke je skalarna velicina,
ktorou nemozno vektor ¢ nasobit vektorovo.

e Zmiesany sucin ma vyznam objemu rovnobezZnostena skonstruovaného na zaklade
vektorov zmiesaného sucinu. Na obrazku 1.2.3.1 je nakresleny rovnobeZnosten
zostrojeny pomocou vektorov a, b, ¢, ako aj priamka Zz kolma na rovinu vektorov
a, b.
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e Zmiesany sucin S = (a ~ b) X ¢ vypocitame podla pravidiel vektorového a skalarneho
sucinu . Vysledkom vektorového sucinu a * b je vektor (oznacme ho w) kolmy na ich
rovinu, teda vektor, ktory ma velkost ab sina a je rovnobezny s priamkou z . Vektor
w zviera s vektorom ¢ uhol g , ktorého kosinus vstupuje do vyrazu pre skalarny
sucin medzi vektormi w a c . Pre vysledok zmiesaného sucinu tak dostaneme S =
(ab sina ) c cosg . Vyraz c cosg sucCasne predstavuje vySku rovnobeznostena, pricom
velkost vektorového sucinu ab sina je plosny obsah jeho zakladne. Preto zmieSany
sucin ma vyznam objemu rovnobeznostena.

e Rovnaky vysledok dostaneme aj pomocou zmieSanych sucinov (b " ¢) xaa (¢ ' a) x
b, teda sucinmi, v ktorych sme urobili cyklickll zdmenu poradia vektorov, pri
zachovani polohy zatvoriek, ako aj znaciek vektorového a skaldrneho sucinu. Preto
platia rovnosti

(@a b)xc = (b 'c)xa = (c a)xb (1.2.3.2)

e Ak si uvedomime komutativnost skaldrneho sicinu, mézeme napisat rovnost
(@ b)xc = cx(a’'b) (1.2.3.3)

Porovnanim poslednych ¢lenov rovnosti (1.2.3.2) a (1.2.3.3) dostaneme vysledok
(c"a)yxb = cx(a’'b) (1.2.3.4)

ktory interpretujeme ako moznost premiestnenia zatvoriek, pri si¢asnej vymene znaciek

vektorového a skalarneho sucinu.

e ZmiesSany sucin je kladny, ak vektory v zmiesanom sucine, v takom poradi ako su
napisané, tvoria pravotocivl sustavu. Zamenou poradia lubovolnych dvoch vektorov
v zmieSanom sucine, zmeni sa jeho znamienko. Ak je zmieSany sucin zaporny, objemu
rovnobeznostena sa vtedy rovna jeho absolUtna hodnota.

e Nulova hodnota zmieSaného sucinu znamena, ze prislusné vektory st komplanarne.

e ZmieSany sucéin mozno vyjadrit pomocou determinantu, pri¢om v jednom riadku su
suradnice jedného vektora. K tomuto tvrdeniu mézeme dospiet, ked' si vS§imneme zapis
vektorového sucinu pomocou vztahov (1.2.2.6) a (1.2.2.7) . Ak vyraz (1.2.2.6)
skalarne vynasobime vektorom ¢ = c.i + ¢,j + ¢, k , dostaneme

(cxi+c,j + c;k)x [i(ab, - asb,) + j(abx-axb,) + k(ab,-abyx)] =
= c(ab; -ab,) +c,(abx-axb,) +c;(axb,-abx),
takze je zrejmé, Ze tento zmieSany sucin mozno vyjadrit ako determinant

g &
{(axh)-c= h, o,
& & (1.2.3.5)
Zapisom zmiesSaného sudinu v tvare determinantu mozno overit pravidlo o cyklickej zmene
poradia vektorov, ako aj o zmene znamienka pri zamene poradia dvoch vektorov. Zamena

poradia dvoch vektorov sa v determinante prejavi ako zamena dvoch riadkov, ktorej
dosledkom je zmena znamienka determinantu.
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Priklad 1.2.3.1

Vypocitajte zmieSany sucin ¢ x (a ~ b) pricom vektory su zadané v zlozkovom tvare : a =
i, b=4i+3j, c= 2i -j + k.Overtesi, Zze rovnaky vysledok dostanete, ak

v zmieSanom sucine urobite cyklickl zamenu poradia vektorov.

Riesenie

VypocCtom vektorového sucinu sa presvedcime, ze (a *~ b) = 15 k. Vysledok vynasobime
skalarne vektoromc: (15k)x (2i -j + k) = 15.

Pre zmieSany sucin (¢ ~ a) x b dostaneme rovnaky vysledok : (2i -j + k) ~(5i) = 5k
+5j adalej (5k +5j) x (4i+3j)= 15.

Kontrolné otazky

1. Uvedte mozné varianty zmiesaného sucinu troch vektorov !

2. Aky je geometricky vyznam zmiesaného sucinu ? Zdbvodnite svoje tvrdenie !

3. Viete zddvodnit pravidlo o posune zatvoriek a sic¢asnej zamene "bodky a krizika" v
zmieSanom sucine ?

4. Kedy je zmiesany sucin kladny, zaporny, nulovy ?

5. Vyjadrite zmieSany sucin troch vektorov v tvare determinantu !

6. Co sa zmeni na zmie$anom sucine, ak v iom zmenim poradie dvoch vektorov ?

Dvojnasobny vektorovy sucin

5

Dvojnasobny vektorovy sGéin medzi tromi vektormi a, b, ¢ mdze mat dva tvary , pokial
dodrzime urcené poradie vektorov :

a’ (b’ o a (a’'b) c (1.2.4.1)

Zo zapisu je zrejmé, ze vysledkom dvojnasobného vektorového sucinu je vektorova velicina.

Uvedené dva tvary neposkytuju rovnaky vysledok. Vysledkom sucinu vektorov nachadzajucich
sa v zatvorke je v oboch pripadoch vektor , ktory je na ich rovinu kolmy (oznac¢me si ho ako w

, obr. 1.2.4.1). Suc¢inom vektora w s dalsim vektorom je vektor u, ktory je kolmy aj na
vektor w, takZze wu musi lezat v rovine vektorov, ktoré si uvedené v zatvorke. To znamena,
ze vysledok dvojnasobného vektorového siéinu u mozno vyjadrit ako linedrnu kombinaciu
vektorov, nachadzajucich sa v zatvorke. V prvom pripade vysledny vektor u; lezi v rovine
vektorov b, ¢ a v druhom pripade vysledny vektor u, lezi v rovine vektorov a, b . Druhy
pripad je nakresleny na obrazku.

Obr. L241

Pre vysledné vektory platia nasledujlce vzorce:

u =a’ (b’ c) = baxc)- c(axb) (1.2.4.2)
u, = (@a’'b) " c= b(axc)- abxc) (1.2.4.3)

Spravnost tychto vzorcov mozno dokazat celkom véeobecnym postupom, ktory je v$ak
naro¢ny a pomerne rozsiahly. Preto si jeden zo vzorcov, a to (1.2.4.3), odvodime
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zjednodusenym postupom na priklade troch lubovolnych nekomplanarnych vektorov a, b, c,
v Speciadlne zvolenej kartezianskej suradnicovej sustave. Suradnicovl os x zvolime tak, aby
bola rovnobezna s vektorom a , takZze a bude mat len jednu zlozku, a to rovnobeznu s
jednotkovym vektorom i : a =ayi. Os y zvolime tak, aby rovina (xy) bola rovnhobezna
s rovinou ur¢enou vektormi a, b . Vtedy vektor b , pokial nie je kolmy na a, bude mat dve
zlozky : b= byi+ b,j. Os z kartezidanskej sustavy je tym uz jednoznacne urcenad, a tak
vektor ¢, ak chceme uvazovat ¢o najvseobecnejsie, musi mat tri zlozky : € = ¢ i + ¢,j + ¢,
k
Sdhrnne:
a=a,i
b= bii+b,j, (1.2.4.5)
c=ci+cj+c k

Potom dvojnasobny vektorovy sucin (a ~ b) "~ ¢ vypocitame:

= [axi " (bxi+byj)] (ci+tcjtc, k)= [axb k]l (cxi+cj+c k)=

= aybycj - axb,c,i + (axbycxi - axbycyi)

Vyraz v zatvorke v poslednom riadku nie je vysledkom priameho vypoctu, rovna sa nule, a to,
ze sme ho pridali do vypoctu, je len sticastou nasho zjednoduseného postupu. Vhodnym
pospajanim c¢lenov posledného riadku dostaneme:

(a ’ b) "¢ = (axcx) (bxi + bvj) - (bxcx + by CV) (ax i)
Ked'si uvedomime, Zze plati
axCyk= axc a bycy+ b,c, = b xc,

¢o si lahko overime vypoditanim tychto skalarnych sucinov vychadzajlac zo zadania vektorov
(1.2.4.5), dostaneme konecny vysledok

(@ b)) " c = b(axc)-a(bxc)

Podobne mozno odvodit aj vzorec (1.2.4.2), pricom opét sa overi zasada, Ze vysledny vektor,
vysledok dvojnasobného vektorového sucinu, mozno vyjadrit ako linedrnu kombinéciu
vektorov leziacich v rovine vektorov uvedenych v zatvorke.

Dvojnasobny vektorovy sudin sa €asto vyuziva pri vyjadrovani vztahov v mechanike, ale aj
elektromagnetizme.

Priklad 1.2.4.1

Vypocitajte dvojnasobny vektorovy sucin (a " b) "¢ vektorov: a=5i, b=4i+3j,
c= 2i -j + k aoverte si, Zze vysledny vektor lezi v rovine vektorov a, b . Vektory a, b
leZia v rovine xy , takze vysledny vektor by mal mat len zloZky rovnobezné s jednotkovymi
vektormi i, j . Nakreslite si obrazok.

Riesenie
(a’'b) "c =[5 (4i+3j)] @i-j+ k)=1[15k] (271 -j + k)=30j+ 151

Kontrolné otazky

1. Napiste dva mozné varianty dvojnasobného vektorového sucinu !

2. V ktorej rovine lezi vysledny vektor dvojnasobného vektorového sucinu ? Zdovodnite
svoje tvrdenie !

3. Napiste vzorce vyjadrujluce vysledny vektor ziskany dvojnasobnym vektorovym

sucinom !

(:Iim sa navzajom odliSuju vysledky sucinov (axb)xc, cx(axb)?

Cim sa navzajom odlisuju vysledky sucinov (axb)xc, ax(bxc)?

vk
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